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Bilangan Kompleks

* Bilangan kompleks berbentuk:

Z=a+ bi,
a adalah bagian riil > Re(z) = a
b adalah bagian imajiner > Im(z) = b
i=vV—1 (sehingga i> =-1)
Contoh:z=3+2i, z=6-14i,z=16- 13/, dsb

Simbol i =+ —1 diperkenalkan oleh matematikawan Jerman, Leonhard Euler, pada tahun
1777

Bagian riil (a) atau bagian imajiner (b) mungkin saja bernilai nol
Jika b = 0, maka z = a (bilangan riil), jika a = 0, maka z = bi (bilangan kompleks).

Ini berarti himpunan bilangan riil R adalah himpunan bagian (subset) dari himpunan
bilangan kompleks C, yang dalam hal ini bagian imajinernya adalah nol.



e Konyugasi (conjugate) suatu bilangan kompleks sering dinamakan bilangan
sekawan, ditulis sebagai z* atau z

Z* =g —bi
Contoh:z=3 + 2i, makaz* =3 -2i

z=5-3i, makaz*=5+3i

* j bersifat komutatif dengan skalar, jadi menuliskan ia atau ai adalah sama.

* Perhatikan pola sbb:

P=1, it=1i i*=-1, PB=-i, i*=1, iP=i...



* Diagram Argand menyajikan z = a + bi sebagai vektor:

Contoh:
imaginary Im

___________ Eﬁ_--:i:;rJraf'b 7z =3 + 4

= - : p
real 3 Re

e Panjang z disebut modulus bilangan kompleks, dilambangkan dengan |z] :

2 =VaZ F b2 2] =V3Z+ 42 =5

e Sudut 0 yang dibentuk sumbu mendatar dengan vektor dihitung dengan:
0=tan ! (b/a)



imaginary

sz=a+ib

real

e Sudut yang dibentuk sumbu mendatar dengan vektor adalah 0.
e Untuk kuadran 1 dan 4, a >0, maka
0 =tan"!(b/a)

 Untuk kuadran 2 dan 3, a <0, maka
0 =180°+ tan~1(b/a)



* Perhatikan kembali gambar ini:

A
tmaginary
___________ a ,Z= a+ib
cos(0) = I%I — a = |z|cos(0)
z b ]
5 sin(6)=m—>b= | z|sin(0O)
0 ==
real

e Jadi,z=a+bi=|z|cos(0) +i|z]|sin(0) = |z| (cos(O) + i sin(6))

 Misalkan |z| =r, makaz=a + bi=r (cos(0) +isin(0)) — z dalam bentuk polar



Operasi aritmetika bilangan kompleks

* Penjumlahan dua bilangan kompleks:
z,=0,+bji

Z,=0a,+b,i +

z,+z,=(a;+a,)+ (b, +b,)i

e Contoh1:(4+3/)+(2-5i)=6-2i.



* Perkalian dua bilangan kompleks:
2,2, = (a, + bji)(a, + b,i) =a,a,+ a,b,i+ b,a,i + b,b,i
=a,a,+a,b,i+ b,a,i—b,b, (karenai?=-1)

z,z, =(a,a,—b,b,)+ (a,b,+ bja,)i

e Contoh 2: (2 +3/)(4-5i)=((2)(4)—(3)(-5) ) + ((2)(-5) + (3)(4) )i=23 + 2i

* Perkalian bilangan kompleks dengan sekawannya: zz* = |z|?



Pembagian bilangan kompleks:

Misalkan z, =a, + ib, dan z, = a, + ib,

maka
Zq Z1 E;c q -+ .EEJI iy — .E[’J'g

i

VA Z9 z; ) + .I‘Ehz iy, — .E'[’JE

Jadi,

Z1 a; + H’Jl dy — H’J‘z

Z7 a, + H’J‘_g dy — H’Jz

(aja; + biby) +i(ab; — a;by)

as + b?

dya; + E?lbg . ﬂzbl — Hl:{}"z
L2 )T 2 1 1,2
a? + b ay + b
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e Contoh 3:

4412 @4+i2) (3-i2)
3+i2) (+i2) (3-—i2)
16 — i2
9+ 4

-(2)-4(2)

» Ketiga contoh operasi aritmetika di atas memperlihatkan bahwa operasi
penjumlahan, perkalian, dan pembagian bilangan kompleks selalu menghasilkan
bilangan kompleks juga (sifat closure atau ketertutupan).




* Perkalian bilangan kompleks dengan bilangan kompleks sekawan lainnya:
Misalkan

Z1 = da; + I‘Ib]
Zr = dy + I.bg

i

dan

i — J!ILIJ':'

= i

Z,

i

maka
721z, = (ay + 1by)(a, — 1by)

= (ajay + bi1by) + 1(ar by — aby).

Perhatikan bahwa (a;b; — a;b;) adalah perkalian titik (dot product) dua buah
vektor, sedangkan bagian imajiner, (a2b1 — a1b,), adalah bentuk determinan:

a, b
a, by
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* Ingatlah kembali tafsiran determinan di dalam aljabar vektor, yaitu nilai mutlak
determinan menyatakan luas area parallelogram yang yang dibentuk oleh dua
buah vektor.

(1 1y
* Area parallelogram dibentuk oleh vektor z, dan z,: z; = [bﬂ Z) = [ ]

b,

b,

O

ﬂl

I'J'E

ZE[

Paralelogram = area 0OZ,Z,,Z,
Luas area 0Z,Z,,Z, = |a;b; — a; b, |

Luas segitiga OZ,Z, = 7 Luas area 0Z,Z,,Z,

- 8 ZE

=Y

,



Aksioma-aksioma bilangan kompleks

Diberikan z,, z,, z; € C, maka aksioma-aksioma berikut berlaku:

Closure

For all z; and z,

addition z;+ 2z, € C
multiplication z;z; € C.
|dentity
For each z there 1s an identity element 0 and 1 such that:

addition z40=04+z=2z (0=0401)

multiplication z (1) =(l)z=2z (1 =14 01).
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Inverse

For each z there 1s an inverse element —z and 1/z such that:

addition z4+(—z)=—-z42z2=0
1 1
multiplication z (—) = (—) z=1 (z#0).

Z Z

Associativity

For all z;, z, and z;

addition z14+ (n 4+ z3) =(z1+20) + z3

multiplication  z,(z,z3) = (z12;)zs.

15



Commutativity

For all z; and z,

Distributivity

For all z,, z, and z,

addition z;+ 2 =2, + 7

multiplication z,z; = zyz.

z21(zy + z3) = 212 + 2123

(21 + 22)z3 = 7123 + 2223.

16



Fungsi i sebagai rotor

* Rotor: sumbu putaran
i memiliki tafsiran geometri sebagai rotor “hia
 Jika a + bi dikalikan dengan i, maka hasilnya:
i(a + bi)=ai+ bi2=aqi+b(-1)=—b + ai /
* Jika—b + ai dikalikan lagi dengan i, maka:
i(—b + ai ) = —bi + ai* =—a — bi
* Jika —a — bi dikalikan lagi dengan i, maka:
i(—a — bi) =—ai— bi* =b—ai
* Jika b — ai dikalikan lagi dengan i, maka: / \\\
i(b—ai)=bi—ai2 =a+bi a=ib

Pertanyaan: apa hasilnya jika a + bi dikalikan dengan —i ?

o a+ib



Persamaan Euler

* Bilangan alam e didefinisikan sebagai berikut:

+ J_ H
e = lim (1 + —)
n— 00 #

atau dapat juga dinyatakan dalam bentuk deret McLaurin:

1 1 1 1
e = lim (1+—+—+—+...+—)
iroo2r 3!

H— 00 H'!

eX dinyatakan dalam bentuk deret McLaurin sebagai berikut:

X_r. | X }CE '3(.3 X"
e = l1In —I—F—{—?—{—?—}——{——

n— 00 1!
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* sin(x) dan cos(x), x dalam radian, dinyatakan dalam bentuk deret McLaurin:

) x> n x x’
S5INx = X — — . e
31 50 7Y
) ;
l N + ,‘54 'LE
COS X = — —
20 41 6T

* Perpangkatan e dengan bilangan kompleks ix adalah sebagai berikut:

ix  1%2xt 133 71y
i - : . . -
e = lim 14+ -4 — 4+ 4. .+

1! 2! 31 n!

disederhanakan menjadi

[l
fd
=9
L¥n|

. 1X X IX X 1X
e =14 — —
1! pA 3! 4! 5!
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 Kumpulkan bagian riil dan bagian imajiner menjadi:

Jadi,

x> x* X _ X ox X
TR TR I T
cos(x) sin(x)
dan,
e = cos(x) + i sin(x) g~ ix

Leonhard Euler
15 April 1707 - 18 September 1783

atau,

= cos(x) — i sin(x)

eilx

= cos(x) + i sin(x)

Persamaan yang terkenal ini dinamakan formula Euler

20



* Contoh 4: untuk x = t/2, maka

T

e'z = cos(m/2) +isin(m/2) =0+ (1) =

untuk x = t, maka
e'™ = cos(r) + i sin(m) = -1 —i(0) = -1

untuk x = 0, maka
e'0 = cos(0) + i sin(0) =1 —i(0) = 1

untuk x = /4, maka

e's = cos(m/4) + i sin(n/4) = \/Z—E + ig



e Apabila kita mengalikan z = a + bi dengan e™*maka menjadi
2’ =ze™ = 72(-1) = —(a + bi) =—a — bi

yang diinterpretasikan sebagai memutar vektor z sejauh 180° berlawanan jarum jam

* Begitu juga, jika kita mengalikan z=a + bi iA

T _l’-)+.lr.(.l' Q
M

i— .
dengan e 2 maka menjadi: N\
) lE . o\ o . \ N _o a+ib

2’ =ze2=zi=(a+ bi)i=—b +ai N\ N

. . . N\ >
yang diinterpretasikan sebagai memutar / \ -
vektor z sejauh 90° berlawanan arah jarum \ O
j am /,/\“iﬁ\\ real

« Kesimpulan: ¢ adalah sebuah rotor yang - N\ A\
memutar z menjadi z’ sejauh ¢ berlawanan —a—ib \
arah jarum jam, yaitu z’ = ze'? » N b—ia




Secara geometri diartikan e!? terdapat di dalam lingkaran dengan jari-jari = 1
di dalam himpunan bilangan kompleks

ImA
i e = cosg +ising
sin @
i |
0(coso 1 Re
Gambar persamaan e’® = cos ¢ + i sin ¢
diilustrasikan di dalam bidang kompleks.

(Sumber: Wikipedia)



Contoh 5: Tentukan bayangan bilangan kompleks z = 3 — 4i jika diputar sejauh 90
derajat berlawanan arah jarum jam

Jawaban:
Z) — Zei(p — (3 _ 4|) e90i
= (3 —4i) (cos 90 + i sin 90)

= (3-4i) (0 +1)
= (3 - 4i) (i)

= 3i— 42

= 3i— 4(-1)

=4 + 3j



Latihan (Kuis 2022)

Nyatakan bilangan kompleks z = /3 + i dalam bentuk polar dan eksponen.

Jawaban:

Dar1 masalah di atas, kita mempunyai Z=\/§ =, r=~/3+1 =2 dan

1 . s T :
Karena z di kuadran pertama, maka dipilih 6=—, sehingga

6

tan O=

Py

; T . Tt :
didapat bentuk polar z=2 [ cos—+i sm—) dan bentuk eksponen z= 2e™/6

6 6

25



Soal Latihan 1

1. Misalkanz, =3-8i,z,=5+10i, z; =—6i, z, =5, hitunglah
(i) 2,2, (ii) zyz4 (iii) z,z,z3  (iv) z,/z, (V) z/z3  (vi) z,2,* (vi) z,*2,*

(vii) z,z,*  (ix) z,*/z,*

2. Hitunglah e dan e~ untuk x = 60°

3. Sebuah bilangan kompleks z =4 — 9i diputar sejauh 120 derajat searah jarum
jam, tentukan bayangannya.

4. Berapakah i'? (hasilnya mengejutkan!)



Vektor di Ruang Kompleks

Ruang vektor yang elemen-elemennya berbentuk bilangan kompleks dinamakan
ruang vektor kompleks.

Ruang vektor kompleks berorde-n dilambangkan dengan C".

Setiap vektor di dalam C" memiliki n-komponen, yaitu v = (v, v,, ..., v,), dalam hal
ini vy, v,, ..., v,adalah bilangan kompleks:

v=1(v1,Vv2, ...V =(ay+&i,az4+bq, _, ay+ by

Contoh vektor-vektor di C3:

u= (144, —4,3+2), v=(0,i5), w=(s-ﬁ:,9 | %z":)

27



* Setiap vektor

v={(v],v2,...Vp) = (a1 + byl az+ b3, .., ay + byi)

di C" dapat dipecah menjadi bagian riil dan bagian imajiner:
V= I:EII‘ I:IEI == =p ':IH:'I + II:'E:III 'EIEI == E:.H:I

yang juga dapat dinyatakan sebagai
v=FEe(v) 41 Im(v)

dalam hal ini
Re(v) = (a1, a2, .. an) dan  Im(v) = (by, q, ... by)
e Bentuk sekawan (conjugate) v adalah v

V=(V{,V9. ...V = (a1 =51, ar =59, ..., @y — byi)

28



e Contoh 5: Misalkan

v=(3+i =25 and A=[14H = }

Maka

v=1(3=1,2173),

o |

_ | 1=
4

det(4) = ‘

6+ 2i

141
4

i

=]

6 — 2

b = i

Fe(v)=1(3,0,5), Im(v)={(1, =2, 0)

], Rc(ﬂ)=[; g} Im(ﬂ)=[é :;]

= (144)(6—2{) = (—i)(4) =8 4 8i

29



Teorema-teorema Aljabar Vektor Kompleks

THEOREM 5.3.1

If u and v are vectors i (", and if k 1s a scalar, then:

THEOREM 5.3.2

If 4 1s an pp; « j complex matrix and B is a [ « » complex matrix, then:

30



Perkalian titik kompleks (complex dot product)

* Jikau=(uy, u,, .., u)danv=(v,v,, .., v, ) adalah vektor-vektor di C", maka
perkalian titik dua buah vektor didefinisikan sebagai:

U V=1V +uva ...+ uuvy

* Vektor u dan v orthogonal jikau-v=0

e Norma Euclidean vektor v adalah

vl = v v =y 4wl .+

 Vektor satuan adalah jika [|v|| = 1




e Contoh 6: Misalkanu=(1+i,i,3—i),v=(1+1i 2, 4i), maka

w-v= (14 (T+3)+i2)+ G=9) @)= (1+1)(1=1) + 2+ (3—i)( —4i) = — 2 — 10i

vea= (14D (140 +20)+ @) (3-)= 1+ (1= -2+ 4G +i) = -2+ 10
lall = {1 if? 4 pP o+ 3=t =2+ 1+ 10=y13
Ivll= )1 if + 217 + pif =2+ 4+ 16 =22

THEOREM 5.3.3

If u. v, and w are vectors in ('", and if k is a scalar, then the complex Euclidean inner product has the following

properties:

(q) W ¥Y=V'U [ Antisymmetry property|]

(b) ur (VW) =u-viuw [ Distributive property|]
(c) k(u-v) = (ku) v [ Homogeneity property]

(d) u-kv= k(u-v) [ Antthomogeneity property]

(e) v-vz0and v-v=01f and onlyif v=0 | Positivity property]
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Nilai eigen dan vektor eigen kompleks

THEOREM 5.3.4

If A is an eigenvalue of a real j; « » matrix A, and if x is a corresponding eigenvector, then } is also an eigenvalue of A,
and X 1s a corresponding eigenvector.

Contoh 7: Tentukan nilai eigen dan basis ruang eigen dari matriks berikut:

-2 =1
=7
Jawaban: Persamaan karakteristiknya adalah

‘qu 1

2 . .
:__\. 1: _..-'\'— .-\l
5 A5 Fl1=@A=1)A+1)

Nilai-nilai eigennya adalah A =jidan A =—i

33



Menghitung vektor eigen:
A2 1 x1] [0
-5 A=2]|1%2] |0
Untuk A =,
i+2 1 ] [x1]_Jo o Ti+2 10
[ - 1_2] [Iz] — [G] Bentuk augmented: [ 5 i_9 [_'J]
Lakukan eliminasi Gauss-Jordan pada matriks augmented:

[“2 1 D] R1<—>R2[_5 t—2 0 R1/(-5)L.i2 25—~ 1/5 O] R2 — (i + 2)R1

5 i=2 0 i+2 1 0 1 0
1 2_1. %, +(2/5—1/5)x, = 0 Basis ruang eigen:
> 3 — Solusi: 71 2 - S

0 0 0 Misalkan x, = t, maka x, = (_E : gz)z x:[‘E | 31]
1 34



Periksa kembali bahwa Ax = ix sebagai berikut:

|

-2
5

-1

2

! 2 1. ) ]
—2(—§|§I)—1 —l—gi

2,1, |
5(—5}51‘)12 i

= IX

2
I
1

Dengan cara yang sama untuk A =i (namun tidak E)erlu dihitung, sesuai Teorema 5.3.4)
diperoleh basis ruang eigennya adalah

e
|
Lh

Periksa kembali bahwa Ax = — iX sebagai berikut:

yang merupakan bentuk sekawan dari basis ruang eigen sebelumnya

Ax =




THEOREM 5.3.5

If 4 1s a 2 % 2 matrix with real entries, then the characteristic equation of 4 1s - tr(A)A + det(4) = 0 and
(a) A has two distinct real eigenvalues if tr(4)% — 4 det(4) = 0;

(b) A has one repeated real eigenvalue if tr(4)% — 4 det(4) = 0:

(¢) A hastwo complex conjugate cigenvalues if tr(4)% — 4 det(4) < 0.

Contoh 8 In each part, use Formula 13 for the characteristic equation to find the eigenvalues of

(@) 4_| 2 2

|_-1 5_

(b) [0 =1
A=

-1 2-

(c) 2 3
A=

-—.3 2-
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Solution
(a) We have tr(A4) = 7 and det(A) = 12, so the characteristic equation of 4 15
AT 12=0
Factoring yields (A —=4) (A = 3) = 0, so the eigenvalues of 4 are } — 4 and } — 3.
(b) We have tr{A) = 2 and det{A4) = 1, so the characteristic equation of 4 is

AM—224+1=0
Factoring this equation yields (\ — 1)1 = (), so ) = 1 1s the only eigenvalue of A: it has algebraic
multiplicity 2.
(¢c) We have tr(4) =4 and det(4) = 13, so the characteristic equation of A4 1s

A2 —4r413=0
Solving this equation by the quadratic formula yields

2 "I'
A= 4*"{(*42) —403) _ 4i2‘35 =243

Thus, the eigenvalues of 4 are \ = 2 - 3 and \ = 2 — 3;.
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Latihan 2

1. Selesaikan ix—3u=V jikau=(3-4i,2+i,—6i)danv=(1+i,2—i,4)

2. Hitunglahu-vdanv-wjika diketahuiu=(2-3i,i,4—-6i)danv=(1+i,2—/,
0), danw = (-5i,2 + i, 4)

3. Hitunglah nilai eigen dan basis ruang eigen untuk matriks2 berikut:

e
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